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3 Goniometrie

3.1 Goniometrické funkce ostrého uhlu

B

C — pfepona; a, b — odvésny

a
sina = z sinus = protilehla ku pfeponé
b . Y11 y <
cosa = — kosinus = prilehla ku pteponé
c
a . .
tga = 3 tangens = protilehla ku ptilehlé
b et s I
cotga = - kotangens = prilehla ku protilehlé
Hodnoty pro dané thly:
0° 30° 45° 60° 90°
a 0 s s s s
6 4 3 2
1
sina 1 - E E 0
2 2 2
1
cosa 0 ﬁ E - 1
2 2 2
tga 0 ? 1 V3 neex.
cotga neex. \3 1 ? 0
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Priklady

1. Na btehu feky je zméfena vzdalenost |AB| = 20 m kolma na smér AC. Z bodu B je
vidét bod C na prot¢jsim bichu pod tihlem 65°. Jaka je vzdalenost bodt A, C?

2. Vypocitejte

a. sin60° + 2 cos 60° — cos 30°
b. cotg30° —tg60°
C. sin45°-cos45° —tg45° - cotg45°

3. Lanovka ma ptimou trat’ délky 435 metrt a stoupa pod uhlem o velikosti 40°. Jaky je
vyskovy rozdil mezi horni a dolni stanici?

4. Nakladaci rampa o délce 12 metri je na jednom konci o tfi metry vySe nez na druhém
konci. Jak velky tihel svira rampa s vodorovnou rovinou?

5. Velikost thlu sklonu elektrického vedeni na svahu je 17°. Paty dvou sousednich stejné
vysokych stozarti maji vySkovy rozdil 16,4 m. Jak dlouhé jsou vodice spojujici
sousedni stozary, je-li jejich skutecnd délka o 1 % vétsi nez skutecnd vzdalenost
vrcholl stozart?

6. V pravouhlém trojuhelniku je pfepona dlouha 9 cm a jedna odvésna 7 cm. Vypoctéte
vnitini thly a zbyvajici odvésnu.

ReSeni:

1. 43m

2.

a. 1

b. 0

¢ -1
2

3. 280m

4. 14°

5. 56,8m

6. 57cm; a =51 f =39°
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3.2 Stupnova a obloukova mira
— velikost ithlu méfime ve stupnich (*), minutach (") a vtefinach (")
-1°=60" = 3600"
— velikost thlu mizeme méfit i v radianech (rad)

Jednotkova kruZnice (kruznice o poloméru 1)

a =1rad = 57°17'44,81"

360° = 2w rad
180° =T rad
Pievodni vztahy:
x-180
a =
s
_a'm
* = 180
Pt.: Preved’ stupné na radiany a naopak
a) 2o 2.2 81, 12
10 152" 976’ 5
b) 120°%30°% 225% 1050%45°% 300% 1260°%; 60°; 340°% 924°
Pt. Vypocitej:
s T ° i o
a) —3tgg+ ztgE e) tg30°—sin60

b) tg % + cotg% f)  cos45° + cotg 60

- - - - g) cos60°+ sin%

C) 3cos——3sin=+2 (cos— — sin —)
4 4 3 6 - - -

h)  cos—+ cos—— cotg—

d) sin45° + cos30° 4 6 3
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'
2 O n
3,. 2

5

Uhel v zdkladni velikosti — ithel, jeho velikost je v rozmezi (0;360°) = (0; 21)

Pt. Na jednotkové kruznici vyznac¢ nasledujici thly a preved’ je do zakladni
velikosti:

8) =52m o = o

b) 45°%450°% 390% 690°% 1740°%; 2490°
131 11t 9m 137w

C) . . . .

_Jgny 0 Ty T

6 4 2’ 4
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3.3 Goniometrické funkce sinus a kosinus

a
S
£
w

Funkce sinus:

Funkce kosinus:

A
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y=sinx y=cosx

'y

periodicka s nejymenéi periodou 2

H(f)=(-L1)

shora 1 zdola omezena

. T
maximum 1 v bodé T+k 2

maximum 1 v bodé 0+k-27

. 3
minimum -1 v bodé —T+ k-2m

minimum -1 v bodé w1+ k-27

licha

suda

I "

[ T T :
| —T+k-3;r:7+k-2;rl

\, A - J

rostouci v

rostouci v (w4 k- 2m:2r+k-2m)

I A

oL | T 3 :
klesajici v I —+k-2m—m+k-2m |
)l g

b -

klesajiciv (0+k-2mm+k-2rm)

kladné hodnoty pro x€ (0+k-2m:m+k-2rr)

kladné hodnoty pro

[ i .
xe| ——+k-2m—+k-27
L2 7

zaporné hodnoty pro
xe(m+k-2m2r+k-2r)

zaporné hodnoty pro

(T 3 -‘:
xXE | T+k : Jir:?;rHr-l;r |
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3.4 Goniometrické funkce tangens a kotangens

h

4

kotangens

)
o
S

s
N

-1

—
vy

tangens

Funkce tangens a kotangens

‘1; = tg X
i I
:':;: :.:“""": :::;:::'/
Aan _32.'; = ] ™ % "
; e i
51
[ 1 :
| | #] |
N |
(7 ) ISR
D(f):R—U{—H’fr} D(f)=R-{J{0+Fx]
kez |2 J keZ
periodickd s nejmensi periodou 7 periodicka s nejmensi periodou 7
H(f)=R H(f)=R
neni omezena neni omezena
nema maximum ani minimumn nemad maximuim ani minimum
licha licha
o ([ T \ o
rostouci v intervalu | — 3 +kr; B +km | klesajici v intervalu (0+ k7.7 + k)
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3.5 Zakladni goniometrické rovnice

Goniometrickd rovnice Vv zdakladnim tvaru je kaZda rovnice, kterd lze zapsat ve tvaru:
sinx=a; cosx=a; tgx =a; cotgx =a

Zikladnim ieSeni goniometrické rovnice je mnoZzina vSech ko¥enii 7 intervalu (0;21).

Vyres rovnici v R:
sinx = —0,5
Postup:

1. Zakreslime jednotkovou kruznici a vyzna¢ime na piisluSné ose hodnotu z pravé strany
rovnice

2. Z dané hodnoty vedeme kolmici na osu, ktera protne jednotkovou kruznici

3. V prisecicich kolmice s jednotkovou kruznici jsou koncové body ramen thli, které
fesi danou rovnici

4. Zapiseme zakladni feSeni rovnice a piidame ke kazdému thlu ptislusnou periodu (n
nebo 2m).

Y

Zakladni teSeni:
X, = 180° + 30° = 210°
X, = 360° — 30° = 330°
Mnozina vSech kofent (pfidame periodu):

x; = 210° + k - 360% x, = 330° + k - 360°
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Pt.. Vyfes rovnice v R

a)

b)

c)
d)
€)
f)

9)
h)

i)

1
COSX = ——
2

sinx =

ol 5

cosx =
sinx = 3
cosx = —1
tgx = g
cotgx = —1
sin(2x) = 0,5

prosinec 2013

[x, = 120° + k - 360%; x, = 240° + k - 360°]
[x, = 60° + k - 360%; x, = 120° + k - 360°]
[x, = 45° + k - 360°; x, = 315° + k - 360°]
[nema reSeni]

[x =180°+ k - 360°]

[x = 30° + k - 180°]

[x, = 135° + k - 180°]
[x, = 15°+ k - 180%; x, = 75° + k - 180°]

2cos(x —30°) =1 [x; = 60"+ k-360% x, =300°+ k - 360°]
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3.6 Goniometrické vyrazy

sin x
tex =
& COS X
COS X
cotgx = —
sin x

sin?x +cos?x =1
tgx-cotgx =1
sin 2x = 2sinxcosx

cos 2x = cos? x — sin? x

Pt. Zjednodus vyrazy pro piipustné hodnoty proménnych

sin2x

4cosx

(cosx — sinx)? + (cos x + sinx)?
sin?x + tg? x + cos? x

1+tg? x
1+cotg? x

cos? x

1+sinx

cos? x

1-sinx
1 —sin?x + cotg? x - sin® x

sin x—sin3 x
cos x—cos3 x

1+cos2x

1—cos2x

1-tg? x
CcoS 2x

cos2x + sin2x - tgx

cos3 x—cosx

sin3 x—sinx
tg x-cos® x
1—cos?x

sin 2x

cos? x

sin 2x

1—cos 2x

10

]
2]

[
cos?x

[tg* x]

[1—sinx]
[1+ sinx]
[2 cos? x]
[cotg x]

[cotg? x]

=]
cos? x

prosinec 2013
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3.7 Trigonometrie

Reseni uloh o obecnych trojuhelnicich

3.7.1 Sinova véta

Pro kazdy trojuhelnik ABC plati:

a b c

sina sinf siny

Urci zbyvajici strany a uhly v trojuhelniku ABC, je-li dano: a = 10 cm; f = 100°ay = 50°.
,C

a=10cm

a =180"— B —y = 180° — 100° — 50° = 30°

a b

sina  sin B

10 b
sin30°  sin 100°

/- sin 100°

10

sin30°.sm 100°=Db

b =19,7 cm

11
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Ur¢i zbyvajici strany a uhly v trojuhelniku ABC, je-li dano: a = 6,1dm; b = 7,2 dm

aa =55.
C
a=6,1dm
a b
sina  sinf
61 72 /sinf - sin55°
sin55° sinf
6,1-sinf =7,2-sin55° /:6,1
_72-sin55°
sinfd = o1
sinf = 0,967
B =175

Yy =180°—a —f = 180" — 55" — 75° = 50°

a c

sina siny
6,1 _ c
sin55°  sin50°

6,1
sin 55°

/*sin 50°

-s5in50° = ¢

c=57dm

Pt.: Dopocitej zbylé strany a tihly Vv trojahelniku ABC
a) a=5mm; c=08cmaa=30" [ =97 y=53"b=10mm]|
b) b=12cm; a =45"ap =30° [y = 105% a = 17cm;c = 3 cm]

) b=9m; c=60dmay=80° [nemaeSeni]

12
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3.7.2 Kosinova véta

Urci zbyvajici strany a uhly v trojuhelniku ABC, je-li dano: a = 4,3 cm; b =3,1cma
y =57

C
a=4,3cm
A - B
Nelze pouzit sinovou vétu.
Pro kaZdy trojuhelnik ABC plati:
a’? = b% + ¢> — 2bccos a
b%? = a®? + ¢?> — 2accos B
c> = a* + b?> —2abcosy
c?=a%+b?—2abcosy
c?=43%2+31%-2-4,3-3,1cos57°
c?=13,68
¢ = /13,68
c=3"7cm
Déle jiz mizeme pouzit sinovou vétu:
a c
sina - siny
43 37 /-sina -sin57°

sina sin57°
4,3-sin57°=3,7-sina /:3,7

] B 4,3-sin57° _ 0975
sina = 37 =0,

a=77°
B =180"—a—y = 180° — 77° — 57° = 46"
13
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Trojuhelnik ABC ma délky stran 4, 5, 6. Urci velikosti jeho vnitinich uhli.

c=6

c?=a?+b?>—2abcosy

62=42+52—-2-4-5cosy

36 =16+ 25—-40cosy

—5=—-40cosy /: (—40)
1
cosy =g
y = 83°
Pt.: Dopocitej zbylé strany a uhly v trojahelniku ABC
a) a=8;,c=6af =45 [@a =83% y =52%b =05,7]
b) a=3;b=4ac=5 [@ =37 B =53%y =90

14
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1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

Trigonometrie - priklady

Urcete délky vSech stran a velikosti vSech vnitinich Ghla trojuhelniku ABC, je-1i dano

a) c=20cm; a=45"ap =105

b) a=11,6dm; c=9dmaa = 6530’

c) a=51,32mm; c=34,76 mmaa = 12612’
d) a=169cm; b=26cmac=27,3cm

Pozorovatel je od jednoho konce predmétu vzdaleny 5 m, od druhého 8 m a vidi ho pod
zornym thlem 60°. Jakou délku mé predmét?

Urcete vzdalenost mist U a V, které jsou oddélené rybnikem. Od U se proto vytycila
pfima trasa se stanovisti K a L, a naméfili se tyto udaje: a = 115°30"; B =
104°20'; |UK| =110 m a |KL| = 65 m.

8 o
K\ .’_\ U\
Cil C pozoruji ze dvou délostieleckych pozorovatelen A, B navzajem vzdalenych 296

m. Pfitom thel |£BAC| = 52°42" a ihel |4ABC| = 44°56’. Vypocitejte vzdalenost cile
od pozorovatelny A.

Jedna strana rovnobéznika je a = 15,45 m, jeho uhlopficku u = 4,253 m a uhel proti ni
lezici je o = 107°54’. Vypoctéte velikost druhé strany a obou vysek.

Je tieba zjistit vySku véZze. Bylo naméfeno: a = 34°30'; B = 41°. Vzdalenost mist A, B
je 14 metrt.

c

Z pozorovatelny 15 m vysoké a vzdalené 30 m od biehu feky se jevi Sitka feky
v zorném thlu 15°. Vypocitejte Sitku feky.

Vrchol véze stojici na roviné vidime z uréitého mista A ve vyskovém thlu 39°25'.
Ptijdeme-li smérem k jeho paté o 50 m bliZ na misto B, vidime z n€ho vrchol véze ve
vySkovém thlu 56°42’. Jak vysoka je véz?

15
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9) Po piimé cesté se piesouva vojenska kolona. Pozorovatel na stanovisti A, které lezi
mimo cestu, zjistil Ze, vzdalenost mista A od ¢ela U kolony je 14 350 m, vzdalenost A
od konce V kolony je 13 840 m, |[4UAV| = 51°. Vypocitejte délku kolony.

10) Hlidce byl urc¢en pochodovy uhel o velikosti 13°, po 7 km byl zménén smér pochodu na
uhel o velikosti 75°. Timto smérem prosla hlidka dalSich 8 km. Jaka je vzdalenost
hlidky vzdu$nou ¢arou od vychoziho bodu?

11) Dvé ptimé ulice se kiizuji v misté K v thlu a = 51°. Misto A na jedné z téchto ulic,
vzdalené 1 625 metri od kiizovatky K, ma byt spojeno nejkratsi cestou s druhou ulici.
Jak dlouhd bude tato spojka?

12) Letadlo leti pfimo k pozorovatelné ve vysce 2,5 km nad zemi. Pfi prvnim méfeni bylo
zamétfeno pod vysSkovym uhlem 28°, po tficeti sekundach pod vyskovym uhlem 58°.
Jakou rychlosti se letadlo pohybovalo?

Reseni:

1)

a) a=283cm; b=386cm; y=30°
b) b=11,9dm; B = 69°35’; y = 44°55’
c) b=224mm; B =20°40"; y =33°8’
d) a=36°52"; B =6722"; y =7546'

2) 7m

3) 46m

4 211m

5)  b=2629m;v, = 2503m; v, = 14,708 m
6) 46m

7)  433m

8) v=894m

9) 12,145 km

10) 13 km

11) 1263 m

12) v = 348km/h
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